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关于分布素数公式的研究

吴新生

(中国电子科技集团公司 第十六研究所，合肥 230061)

摘 要：Mersenne，Fermat和Euler都提出了分布素数公式，希望发现一个公式能产生出无限多个连续分布的素

数。它也叫作“猎逐素数”公式，即P=2n±α。本文用随机抽样法证明：P=2n±α中连续分布的素数只有有限

个。因此，P=2n±α型“猎逐素数”无限多个的公式不存在。
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一、引言

法国数学家 Fermat（1601—1665）提出四个不同

的公式［1］，用来研究素数分布的问题，即公式（1）至公

式（4）。

类型一：P =kn + l（k＞0，l＞0）

公式（1）P =4n +1型素数 （1）

公式（2）P =6n +1型素数 （2）

公式（3）P =8n +1型素数 （3）

公式（4）P =8n +3型素数 （4）

问：公式（1），公式（2），公式（3），公式（4）是否包

含无限多个素数？

关于分布素数公式，最早由法国数学家 Mer-

senne（1588-1648）提出，也称Mersenne素数［2］。若输

入连续的素数，则公式 Mp 的结果将是许多连续分布

的素数。见下式：

类型二：P =2n±α（n＞0，α为一奇数）

Mp=2p-1，p =2，3，5，… （5）

M2=22-1=4-1=3

M3=23-1=8-1=7

M5=25-1=32-1=31

M7=27-1=128-1=127

…

M11=211-1=2048-1=2047=89×23这是一个合数。

法国数学家Fermat发表了自己的连续分布素数

公式。他公开宣称自己的公式Fn给出的全部都是素

数——连续分布的素数。

Fn= +1，n =0，1，2，… （6）

F0= +1=21+1=2+1=3

F1= +1=22+1=4+1=5

F2= +1=24+1=16+1=17

F3= +1=28+1=256+1 =257

F4= +1=216+1=65536+1=65537

Euler研究Fermat公式后，指出

F5= +1=232+1=4294967296+1=4294967297

= 641×6700417（合数）

在 Fermat 的许多研究成果中，这是唯一让人遗

憾的一次。

瑞士数学家Euler（1707—1778）在研究前人分布

素数公式的基础上，他提出了自己的分布素数公

式。见下式：

P =n2-n+41 （7）

n

Pn

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 … 35 36 37 38 39 40

41 43 47 53 61 71 83 97 113 131 151 173 197 223 … 1231 1301 1373 1447 1523 1601

当n =41时，P41=1681=41×41（合数）

P =n2+n+41 （8）

当n =0、1，…，39时，公式4给出的都是素数。当

n =40时，
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P40=1681=41×41（合数）

P=n2-79n+1601 （9）

N

Pu

n

Pu

0

1601

40

41

1

1523

41

43

2

1447

42

47

3

1373

43

53

4

1301

44

61

5

1231

45

71

6

1163

46

83

7

1097

47

97

8

1033

48

113

…

…

…

…

37

47

77

1447

38

43

78

1523

39

41

79

1601

公式7一共连续得出80个素数。前40个素数和

后40个素数，它们的数值相同，次序相反。

当n等于80时。P80=802-79×80+1601=1681

=41×41（合数）

P =2n2+29，n=0，1，2，…，28 （10）

公式（10）的结果写成集合形式为

P =｛29，31，…，1597｝=｛p|p=2n2+29，n=0，1，2，…，28｝

它一共连续得出29个素数。当n=29时。

P29=29×59（合数）。

数学家们不断地努力，希望能发现一个公式，它

能产生出无限多个连续性的分布素数，故称之为“猎

逐素数”公式。以上选择的仅是有代表性的几例，但

没有一次成功。是没有找到一个美妙的方法呢？还

是这种连续分布素数的公式根本不存在呢？

类型一中公式包含某种形式的素数无限多个，

可以合数共生。

类型二中公式包含连续分布的素数无限多个，

不能产生合数。这是“猎逐素数”公式的最初设想。

二、定义

定义1：设素数P1≤P2≤P3，则称P1，P2，P3是从小到

大的三个连续素数。

定义2：设 f（n1）= P1＜f（n2）= P2＜f（n3）= P3，则称

P1，P2，P3，是三个连续分布的素数。

定义 3：设 5∈G5=｛5，15，25，…，an =10n +5，n ∈
N｝，且首位5是集合G5中唯一的素数，则称集合G5是

以5结尾且大于5的素数的自熔黑洞。

定义4：设素数p∈G，且集合G中还包含素数的平

方数，立方数，…，n次方数，即

m1=p2∈G，m2=p3∈G…mn-1=pn∈G，n∈N +

则 称m1，m2，…mn-1为集合G的突变形合数。

定义 5：设素数 pn∈G，集合G中还包含不同的素

因数的积，即

m=p1
i
·p2

j…pn
k∈G，i，j，k=0，1，2，…

则 称合数m为集合G的串形合数。

三、引 理

引理 1 设集合 G1=｛1，11，21，…，an=10n + 1，

n∈N｝

则 集合G1包含无限多个突变形合数，以及无限

多个串形合数。

证明：集合G1的解析式为an=10n+1，n ∈N

根据Dirichlet定理，集合G1包含无限多个素数：

p1，p2…∈G1

同理 对集合G9=｛9，19，29，…，an=10n+9，n∈N｝

有无限多个素数，t1，t2…∈G9

（1）由于 p1，p2…的结尾为 1，p1
2，p2

3…pn
n+1的结尾

也为1，而有

M1=｛m1|m1=pi
j∈G1， i=1，2，…，j =2，3，…｝（11）

（2）由于 t1，t2…的结尾为 9，t12，t24，…的结尾为 1，

而有

M2=｛m2|m2=ti
2n∈G1，i=1，2，…，n=1，2，…｝（12）

（3）下面这些素因数的积的结尾为1，而有

M3=｛m3|m3=p1
i
·p2

j…pn
k∈G1，i，j，k，=0，1，…｝（13）

（4）由于 t1，t2…中两两之积的结尾为1，而有

M4=｛m4|m4=titj∈G1， i，j=0，1，…，i≠j｝ （14）

（5）设m2∈M2，m3∈M3，m4∈M4，且m2，m3 ，m4为集

合M2，M3 ，M4中任一元素的代表而有

M51=｛m51|m51= m2·m3∈G1｝，

M52=｛m52|m52= m3·m4∈G1｝。

（1），（2），（3），（4），（5）中，突变形合数有无限多

个，串形合数有无限多个。 证毕

引理 2 设集合 G3=｛3，13，23，…，an=10n + 3，

n∈N｝

则集合G3包含无限多个串形合数。

证明集合G3的解析式为an=10n+3，n∈N。

根据Dirichlet定理，集合G3包含无限多个素数：

q1，q2…∈G3。

设素数p1，p2…∈G1，

素数 s1，s2…∈G7，

素数 t1，t2…∈G9。

（1）由于 p1和 q1的结尾分别为 1和 3，积的结尾

为3，以此类推，而有

M1=｛m1|m1=pjqi∈G3，j，i=1，2，…｝ （15）

（2）由于 s1，t1的结尾分别为 7和 9，积的结尾为

3，以此类推，而有

M2=｛m2|m2=sitj∈G3，i，j=1，2，…｝ （16）

（3）由于q1，q2的结尾为3，s1结尾为 7，三者的积

的结尾为3，以此类推,而有

M3=｛m3|m3=qi·qj·sk∈G3，i，j，k=1，2，…｝ （17）

（4）由于m=p1
i
·p2

j…pn
k的结尾为1，而有
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M41=｛m41|m41=p1
i
·p2

j…pn
kqt∈G3，i，j，k=1，2，…，t=

1，2，…｝

M42=｛m42|m42=p1
i
·p2

j…pn
kse·tf∈G3，i，j，k=1，2，…，

e，f=1，2…｝

M43=｛m43|m43=p1
i
·p2

j…pn
k
·qe·qf∈G3，i，j，k=1，2，…，

e，f=1，2…｝。

（1），（2），（3），（4）中有无限多个串形合数。

证毕

引理3 设集合G7=｛7，17，27，…，an=10+7，n∈N｝

则集合G7包含无限多个串形合数。

证明 集合G7的解析式为an=10n+7，n∈N

根据Dirichlet定理，集合G7包含无限多个素数：

S1，S2…∈G7

由引理1知，素数p1，p2…∈G1

（1）由于p1和 s1的结尾分别是1和7，积的结尾为

7，依次类推，而有

M1=｛m1|m1=pi·sj∈G7， i，j=1，2，…｝ （18）

（2）由于p1
2，p1

3…p1
n的结尾为1，它们与 s1的积的

结尾为7，依此类推，而有

M2=｛m2|m2=pi
j
·si∈G7， i=1，2，…，j=2，3，…｝（19）

（3）下面这些素因数的积的结尾为7，而有

M3=｛m3|m3=p1
i
·p2

j…pn
k
·sr∈G7， i，j，k=0，1，…，

r =1，2，…｝ （20）

（1），（2），（3）中 有 无 限 多 个 串 形 合 数 。

证毕

引理 4 设集合 G9=｛9，19，29，…，an=10n + 9，

n∈N｝

则集合G9包含无限多个突变形合数以及无限多

个串形合数。

证明 集合G9的解析式为an=10n+9，n∈N

根据Dirichlet定理，集合G9包含无限多个素数：

t1，t2…∈G9

由引理2知素数p1，p2…∈G1，

素数q1，q2…∈G3。

（1）由于q1的结尾为3，q1
2，q1

6…的结尾为9，而有

M1=｛m1|m1=qi
2n∈G9， i=1，2，…，n=1，3…｝（21）

（2）在q1，q2…中，其两两之积的结尾为9，而有

M2=｛m2|m2=qi·qj∈G9，i=1，2，…，j=1，2，…，i≠j（22）

（3）p1与 t1的积的结尾为9，依此类推

而有M3=｛m3|m3=pi·tj∈G9， i，j，=1，2，…｝ （23）

（4）下面这些素因数的积的结尾为9，而有

M41=｛m41|m41=p1
i
·p2

j…pn
k
·te∈G9，i，j，k=0，1，…，e =

1，2，…｝，

M42=｛m42|m42=p1
i
·p2

j…pn
k
·qs

2t∈G9 ，i，j，k=0，1，…，

s =1，2，…，t =1，3…｝，

M43=｛m43|m43=p1
i
·p2

j…pn
k
·qs·qt∈G9 ，i，j，k=0，1，…，

s，t =1，2，…｝。

（1），（2），（3），（4）中有无限多个突变形合数，有

无限多个串形合数。证毕

四、定理

类型一：P= kn + l（k＞0，l＞0）

定理1（Dirichlet）［3］，若K＞0，l＞0，（k，l）=1，

则形如kn + l之素数个数无穷。

1834年，德国数学家Dirichlet证明了定理 1。这

是关于等差级数中分布素数的一个著名而且重要的

定理。其叙述如下：

任何一个算数级数，只要其首项与公差是互素

的，就必定包含无限多个素数。

这个定理解决了Fermat所提出的 4个公式中的

问题，给出了一个肯定的结果；这个定理还对类型一

中的许多公式，都是广泛的判断标准。

关于Fermat所提（1）式，即

P =4n +1型素数

2006年，作者对这个问题，已有定量的结果［4］：

定理 2 设π（x；4，1）表示不超过 x，且形如 4n+1

形素数的个数，则

π（x；4，1）= x2 ln x + x
2 ln2x

+ x
ln3x

+…+O( x
lnm + 1x

)
（24）

关于P =4n+3型素数个数的结果与此类似。

类型二：P =2n±α（n＞0，α为一奇数）

n2±n=n（n±1）是两个连续整数之积，它为偶数，α
为奇数。n2±n±α的结果为一奇数，满足它是素数的

必要条件。

定理 3 若素数 P =n2±n±α，n＞0，α=1，11，17，…

（25）

则它包含连续分布素数的个数只有有限个。

证明一 使用构造法［5］

设 m∈N +，f（n1）=p1≤f（n2）=p2则

p2-p1 ＞m （26）

可以构造m个连续合数：

（m+1）！+2，（m+1）！+3，…，（m+1）！+（m+1）

其中第 j个数为

（m+1）！+（j +1）

由于1≤j ≤n，（m+1）！以（j+1）为因子，因此

（m+1）！+（j +1）
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一定能被（j +1）整除。

这里（j +1）可以从2开始一直取到（m+1）。所以

这m个整数都是连续的合数。

令 p1≤（m+1）！+2，

（m+1）！+（m+1）≤ p2。

由于（m+1）！+2是偶数，（m+1）！+1是奇数（奇

素数或奇合数）。

有p1≤（m+1）！+1，

故p2-p1＞m

M个连续合数中，有奇合数，偶合数（＞2），这些

突变形合数或串形合数不是奇素数，故连续分布的

素数中断。 证毕

先论证p=n2±n+α
证明二，用随机抽样法

[ ]6

设 集合G=｛1，3，5，7，9，…｝，对集合G

有如下分类：

G1=｛1，11，21，…，an=10n+1，n∈N｝，

G3=｛3，13，23，…，an=10n+3，n∈N｝，

G5=｛5，15，25，…，an=10n+5，n∈N｝，

G7=｛7，17，27，…，an=10n+7，n∈N｝，

G9=｛9，19，29，…，an=10n+9，n∈N｝，

G=G1⋃ G3⋃ G5⋃ G7⋃ G9

其中子集G5是以5结尾的素数的自熔黑洞。

令 Ω =｛p |p = n2±n+α，n＞0｝

设 α=11，17，41， n=0，1，2，时

（25）式分别有：

｛11，11，13或11，11，17｝， （27）

｛17，17，19或17，17，23｝， （28）

｛41，41，43或41，41，47｝。 （29）

（27），（28），（29）三个括号中确实有连续分布的

素数，但个数有限。

对于Ω =｛p |p = n2±n+α，n＞0｝

当给定 n一个具体数值时，由（25）式得到的是：

一个偶数加上一个奇数，它可能是一个奇素数，也可

能是一个奇合数，这实在是一个随机事件。

由于奇素数 p ∈G，且在集合 G 中的分布是随机

分布的。而集合Ω中每一个奇数pi（i=1，2，…），可能

是一个奇素数，也可能是一个奇合数，也是随机变化

的。而有

Ω ⊆ G

因此，可以把集合Ω中奇数 p=n2±n+α看作是从

集合G中随机抽取的样本，对“猎逐素数”公式起作用

的是从子集G1，G3，G7，G9中抽取的奇素数。

在条件组 S下令 n大量连续取值，集合Ω中奇

数 p=n2±n+α也大量增多，那么这些奇数相当于从集

合G中随机抽取大量的样本。由于素数分布的独立

性，因此，集合中的奇数：

Ω =｛p |p = n2±n+α，n＞0｝

都是独立同分布的随机变量列。当样本充分多

时，抽取集合G中每一个奇数都具有相同的可能性。

一种情况是：大量的随机样本都是奇素数，即

P11=10im+10jn+…+10k+1，m，n，k=0，1，2，…9；

i，j =0，1，…，i =j +1

P33=10im+10jn+…+10k+3，m，n，k=0，1，2，…9；

i，j =0，1，…，i =j +1

P77=10im+10jn+…+10k+7，m，n，k=0，1，2，…9；

i，j =0，1，…，i =j +1

P99=10im+10jn+…+10k+9，m，n，k=0，1，2，…9；

i，j =0，1，…，i =j +1

当样本数量充分多时，一定会出现一个以 1或 3

或7或9结尾的随机样本pm为合数，不论它是一个突

变形合数或一个串形合数，连续分布的素数中断。

另一种情况是：当大量的随机抽样中出现以1或

3或 7或 9结尾的样本时（这些样本可能是奇素数也

可能是奇合数）。设上述样本皆为奇素数，那么只要

样本数量充分多，同时一定会出现以5结尾的随机变

量 pn=10im+10jn+…+10k+5，m，n，k=0，1，2，…9；i，j=

0，1，…，i=j+1.但是

pn∈G5且pn＞5

集合G5是以5结尾的素数的自熔黑洞，不论pn是

一个突变形合数或者一个串形合数，连续分布的素

数此时中断。

关于p=n2±n-α
一个偶数减去一个奇数，其结果可能是一个奇

素数，也可能是一个奇合数。这实在是一个随机

事件。

同理，p=n2±n-α有和 p=n2±n+α相同的论证结

果。证毕

五、结论

古希腊数学家Euclid（公元前 325年左右—公元

前265年左右）在《几何原本》一书中指出：“素数是无

限的”早在远古时代，人们就寻找一般公式 P=f（n），

n∈N。由 f（n）产生出的素数有无限多个。f（n）就是

理想中的“猎逐素数”公式。

Euler 提出二次三项式的研究是一次巨大的推

动。En=n2-n+41（n ∈N）形素数是其提出的几个公式
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之一。Mersenne 素数 Mp 和 Fermat 素数 Fn 相继发

表，研究活跃。但网上查询发现能分布几个素数的

公式很多，但是都没有成功。数学家们对公式进行

分类研究。1834年，Dirichlet证明了类型一，P =kn+

l ，即：

l ，l +k，l +2k，…，l +nk（ l ＞0，k＞0）且（ l ，

k）=1。

此式含有无限多个某种形式的素数，也含有相

同形式的合数。（L，k）=1是关键的条件。

已经提出的作为研究对象的“猎逐素数”公式，

无论它是如何简洁的解析式或者复杂的解析式，其

中一大类都是属于类型二：P =2n±α。对于代表式P =

n2±n±α，可以做最简单的验证：

令n=α，而有

P=α2±α±α=α（α±1±1）=
ì
í
î

ï

ï

α2 合数
α（α + 2） 合数
α（α - 2），α＞3 合数

只有在α＜n且（n，α）=1的情况下，公式才有可

能出现几个连续分布的素数，这个数量是有限的而

不是无限的。本文用随机抽样法证明这一点是更加

可靠的推理证明。归属于 P=2n±α类型“猎逐素数”

公式是不可能产生出无限多个连续性分布素数。因

此，P =2n±α 类型“猎逐素数”无限多个的公式不

存在。
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Abstract：Mersenne，Fermat and Euler put forward several formulas of distributing primes. They hope to find a

formula which can produce out an infinite number of continuous distributing primes. It is also called“hunting

primes”formula，that is P=2n±α. The paper uses random sampling method to prove that there are only a finite

number of continuous distributing primes in P = 2n ± α. Therefore, infinite formula of“hunting primes for”form

of P=2n±α do not exist.

Key words: continuous primes; continuous distributing primes; the formula of“hunting primes”；formula of

prime distribution; black cave of oneself melt；random event
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